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Bésemé 19 : caleal defférentiel

E sera un R— espace vectoriel normé de dimension n, F' un R— espace vecto-
riel normé et Q un ouvert de E. Nous noterons aussi & = (e, ...,e,) une base
de E. Dans la majorité des cas que nous aborderons, E sera R", voire R? ou
R3, et la base % sera la base canonique de R". Nous noterons enfin, pour tout

n 1

reER™ x= E x;.e;, qui sera donc le vecteur
=1

si B = R".
Tn

Ce cours nécessite une extréme vigilance quant a la nature des objets dont on
parle. Vous devez avant de commencer tout exercice vous interroger sur 'espace
dans lequel vivent les df, df (a), df (a).f, 0; f(a), dx;, ...

I DIFFERENTIABILITE

§ 1. Defférentcelle de f e a.— Une fonction f : Q — F est dite différentiable
en a € (2 lorsqu’il existe une application linéaire ¢ € Z(FE, F') et une fonction
e : E — F telles que pour tout h € E de norme suffisamment petite,

{f(a +h) = f(a) = £(h) + [[h]|e(h) et

g(h) — 0.
h—0

On montre que si cette application linéaire / existe, elle est unique. On I'appelle

différentielle de f en a, et on la note | ¢ = df (a) |

On écrit alors f(a + h) = f(a) + df (a).h + o(]|h]|), et qui signifie que f admet
un développement limité d’ordre 1 en a.
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g EXEMPLES :

1./ La différentiabilité est une extension de la dérivabilité aux fonctions de plusieurs
variables. En effet, si f est une fonction de R dans R dérivable en a, on trouve
fla+h) = f(a) + f'(a)h + o(h), si bien qu’elle est alors différentiable en a et que
sa différentielle est h € R — f’(a)h, soit ’homothétie de rapport f’(a). Rien de
vraiment étonnant dans la mesure ou les seules applications linéaires de R dans R
sont précisément les homothéties.

2./ Si f est déja linéaire de E dans F, alors elle est différentiable en tout a € E, et
dfa = f, car f(a+h) = f(a) + f(h) +Op.

§ 2. Deéncuses partielles et dérncuées selon wn vectewr.— Soita € Qeth € E.
On dit que f admet en a une dérivée selon le vecteur h lorsque la fonction

d
t € R— f(a+th) € F est dérivable en 0. On note alors cette dérivée | fla+
t=0
th) = Dy f(a).
Dans le cas particulier out h = ¢; est un des vecteurs de la base %, on dit que

/ admet en a une i—eme dérivée partielle en « lorsqu’elle admet une dérivée
selon e;. On note alors celle-ci

_of d

0.f(a) = 5o-(@) = Defla) = G flat e

Il y a heureusement un lien avec la différentiabilité, qui est le suivant :

Proposition I.1 (De df (a).h a Dy, f(a)...)

Si une fonction f est différentiable en a, alors pour tout h € F, f admet une
dérivée dans la direction de h en a, qui est égale a la valeur de la différentielle
de f en a appliquée a h :

fla+th) — f(a)

fla+th) = }gr(l) ; = df(a).h.

dt =0

En particulier, on voit que, lorsque f est différentiable en a, la dérivée de f en a
selon h dépend linéairement de h.
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Lorsque h = ¢; est un des vecteurs de la base %4, on note indifféremment

0. (@) = 2L () = df(a).; = tim T F 1) —S(@) _ d

Oz 0 t " dtji=o

fla+te;).

De la linéarité de la différentielle en a, on déduit que
Proposition 1.2 (Et réciproquement...)

Soit f : Q@ — F une fonction différentiable en a. Alors pour tout vecteur

h=>) hie;€ E,  onadf(a).h=>_ g—xf(a)hi.
i=1 i=1 Ot

Pour les puristes, notons que la différentielle de f est une applicationde Q) C E
dans I espace vectoriel Z(E,F) :df : Q — Z(E, F).

o
%@ REMARQUES :

. 9 . N .
» Pratiquement, calculer a—f consistera a fixer toutes les variables autres que 1,
1
et a dériver cette expression par rapport a x .
n
of
ox;
i=1
égalité d’applications linéaires au vecteur h de E, on voit qu'il suffit de com-
prendre I'égalité da;(h) = h;. O, x € E — z; € R est la projection sur la
i—eéme composante.Cette application est linéaire, donc sa différentielle est égale
a elle-méme, ainsi, dz; est bien 'application qui a un vecteur h de E associe sa
i€me composante.

» Expliquons la notation physicienne df (a) = (a)dz;. En appliquant cette

§ 3. Résamé : Calewl Pratigue.— Voici trois méthodes différentes pour calcu-

ler la différentielle d’une fonction “simple” (par cet épithete, jexclus toute fonc-

tion dont le calcul de la différentielle nécessite celui de fonctions subalternes

dont elle serait la composée). Trois applications vous sont proposées par la suite.
» METHODE 1, A L’AIDE DES DERIVEES PARTIELLES :

On calcule les n dérivées partielles (gf(a)) de f en a. Si on sait que
T 1<i<n
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f est différentiable en a, alors on peut utiliser I'expression (4) : df,(h) =

n

E a—f(a)hi. Sinon, si ces n dérivées partielles sont des fonctions conti-
T

i=1

nues sur {2, cette méthode prouve de plus que f est différentiable en tout
point de Q.

» METHODE 2, A L’AIDE DES DERIVEES DIRECTIONNELLES :
On suppose ici que [ est différentiable en a. Soit h dans R™. On calcule
la dérivée en ¢ = 0 de la fonction de la variable réelle ¢ suivante : ¢t €
R — f(a + th). Le résultat est df (a).h. Voir le calcul de la différentielle
du déterminant.

» METHODE 3, A L’AIDE DU DL EN a A L’ORDRE 1 :
Elle prouve aussi la différentiabilité de f en a. On essaie de trouver une
fonction linéaire ¢ € .Z(E, ') telle que pour tout h € E, f(a+h) = f(a) +
L(h) + o(||h]]). Alors £ = df (a).

j EXEMPLES :

1. Avec la M1, montrer que si Q@ = {(z,y) € Rz > 0}, et f : (z,9) € Q —
Yy x
arctan =, alors df = — dx
T f 2 SR y2 + x2 NS y2
2. Avecla M2, calculer la différentielle du carré de la norme euclidienne sur un espace
euclidien ¥ g | E — R . On doit trouver dgq (h) =2 < a,h >.

no 2
Tz —> 21:1 x;
3. Avec M3 et la question précédente, montrer que la différentielle de \/g : © € E —
|lz|| e Rena # Of est h — <ﬁ,h>.
a

dy.

4. Avec M1 ou M2, montrer que la différentielle de det : ((Z Z) € M2(R) —

ad — be € R en I est égale a la trace.

§ 4. Matrice Jacobcenne et Jacobien.— Quitte A fixer une base de E et une
base de F', nous considérerons ici, dans le but louable de simplifier les notations,
que f est définie sur un ouvert 2 de R™ et a valeurs dans R?.

Si f est différentiable en a € €2, on appelle Jacobienne de f en a la matrice
de l'application linéaire df, € £ (R",RP) dans les deux bases canoniques. On la
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fi(x)
note Jac,(f). Ainsi, si f : = (21,...,2,) € Q —> : € RP, la matrice
Jacobienne de f en a s’écrit
ORI )
Jac,(f) = : : € Mpyn(R).
2 d
a—ﬁ(a) aic: (a)

On remarque que la premiere colonne est la dérivée par rapport a la premiere
variable de f(x), et qu’elle est donc égale a df,(e1).

§ 5. Champs de vectewrs.— SiE = F =R", on dit que f est un champ de
vecteurs. La Jacobienne de f est alors une matrice carrée, et on appelle

e Jacobiende fenale réel’ Jo(f) = det (Jac,(f)) ‘
Div, (f) = Trace (Jac,(f)) |

¢ Divergence de f en a le réel

g EXEMPLES :

11 faut savoir calculer les Jacobiennes des champs de vecteurs classiques suivants :

f:(r,0) — (rcosf,rsinb) et f: (r,0,p) — (rcosbcos p,rsinfsin e, rsin ).

II DIFFERENTIELLE D’UNE COMPOSEE

§ 1. Déncude de f le long d'wne cournbe.— Soit y : t € I — ~(t) € Q une
courbe de classe ¢! a valeur dans 'ouvert 2 de E. La restriction de f a la trajec-
toire de ~ est la fonction d’'une variable réelle t € I — fo~(t) € F. Si f estde
classe €, alors sa dérivée nous est donnée par

(f o) () = df (v(1)) ' (1)-

Pour tout t € I,

§ 2. LE théoréme.— Soient E, F, G trois espaces vectoriels normés de dimen-
sion finie. Soit {2 un ouvert de £, u : Q — F, et f : F — G une fonction définie
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sur un ouvert )’ de F' contenant «(2). Soit enfin a € Q. Si u est différentiable en
a et si f est différentiable en u(a), alors f o : Q — G est différentiable en a et

d(f o u)a = dfu(a) o dua .

s
%@ REMARQUES :

> Cette égalité est consistante puisque d(f o u)a € ZL(E,G),dfy(a) € ZL(F,G)
et duq € Z(E, F).
» Redémontrer le résultat de 'exemple 3 ci-dessus avec cette méthode, en utilisant

que [|z]| = f(u(z)), ot u(x) =< z,2 > et f(y) = /7.

Matriciellement, cela se traduit sur les Jacobiennes par

‘Jaca(f ou) = Jacy(,)(f) x Jaca(u). ‘

Théoréeme II.1 (Derivées partielles de f o u)

Si on adopte les notations

T U1($) U1
z=|: | eR" S ux) = cRPety = eR”éf(y)eRq,

Tn up() Yp
u et f o u ont des dérivées partielles par rapport aux n variables x1, ..., x,,
et f a des dérivées partielles par rapport aux p variables y, ... ,y,. Elles sont
reliées par :

9 °L Of D
Pour touti € [1,n], fou)(a) = —(u(a a).
Lol g (Eou)@) =3 5 (u) Z
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g EXEMPLES :

L’exemple indispensable pour tout physicien est le passage des dérivées partielles en
coordonnées cartésiennes a celles en coordonnées polaires. Notons par exemple Q =

R? \ (IR, x {0} ) le plan privé de la demi-droite des réels négatifs ou nuls. Soit f :

(z,y) € QCR?Z+— f(z,y) e RdeclasseGlet o | U — Q ,
(r,0) +—— (rcosf,rsinf)

ouU =R x|—m/2,7/2].

Notons f* = f o ¢, si bien que pour tout (r,0) € U, f*(r,0) = f(r cos@,rsin@). Alors,

of*
or

(r,0) = g('rcos@,rsin@)%+g(r0059,rsin9)@
ox or Oy or

= cos Gg(r cos 6, rsin6) + sin Og(r cos 6, rsin )
oz dy

af*

On obtient de méme
o0

of

r cos 0 ——(r cos @, rsin6).
Ay

(r,0) =

—7sin 0% (rcosf,rsinf) +
Ox

§ 3. Opérations algébrigues.— Les exemples suivants sont regroupés dans le

cours sous le théoréme de dérivation de B(f, g) ol B est bilinéaire. Je ne donne
ici que les exemples courants.

> Sif:Q - Resté!etg:Q— R estausside classe €, alors leur produit
f X g lest et pour tout a € 97‘ d(f x g)a = f(a) X dg, + g(a) X df, |

> Sif:Q - Resté'etg: Q) — E estausside classe ¢, alors leur produit
externe f.g l'est et pour tout a € Q,‘ d(f.9)a = f(a).dgs + g(a).dfs |

> Si fetg:Q — R3sontde classe €%, alors leur produit vectoriel f A g I'est
et pour tout a € ©,|d(f A g)a = f(a) A dga + df (a) A g(a) |

> Si fetg Q2 — FE sont de classe ¢!, a valeurs dans un eucli-
dien F, alors leur produit scalaire < f,g > lest et pour tout a €

Qd(< f,9 >)a =< fla),dge > + < dfs,g9(a) > ‘
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IIl FoNCTIONS NUMERIQUES

Dans tout ce chapitre, ' est un espace euclidien, et bien souvent, ce sera
E = R"™. De plus, f est de classe €* sur un ouvert Q de R" a valeurs dans R.
Physiquement, ca pourrait étre un potentiel.

§ 1. Le gradcent.— On appelle gradient en a de la fonction numérique f
| df(a).h =< Vf(a),h > |

I'unique vecteur V f(a) de E qui vérifie Vh € E,

C o [ Of of of n
SiE=R 7vf(a)_t(%(a)’%(a)7”"(%”(a)) e R™.

o
%@ REMARQUES :

1. Clest le vecteur orienté dans le sens des plus fortes variations de f en a. Il est
orthogonal aux équipotentielles de f.

2. L’inégalité de Cauchy-Schwarz donne en effet :
|df (a)-h| < IV £ ()]l [IR],

ol la norme est ici euclidienne. De plus, nous avons égalité si et seulement si
V f(a) est colinéaire a h.

3. La dérivée de f le long de la courbe ~y est

2 (Fom ® = (Vy 7' ®)-

§ 2. Pocuts crnctigues.— On appelle point critique de f tout point a de Q en
lequel le gradient de f est nul.

Si Q est ouvert, et si f admet en a € 2 un extremum local, alors a est un point
critique de f. Si 2 n’est pas un ouvert, je vous laisse trouver dans votre cours ce
qui prouve que a n’est plus forcément un point critique.

Rappelons aussi que I'existence d’extrema peut nous étre fourni par le théoréme
de topologie qui affirme qu’une fonction continue sur un compact K ! admet un
minimum et un maximum global. Ces extrema ne seront des points critiques que

1. Un compact est un fermé borné ici, puisque I'on est en dimension finie.
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si ce sont des points intérieurs a K, i.e s’il existe une boule centrée en a toute
entiére incluse dans K.

IV  UN PEU DE GEOMETRIE DIFFERENTIELLE

On généralise aux parties de R™ la notion de tangente a une courbe.
Définition IV.1
Soit X une partiede E, x € X eth € E. Le vecteur h est dit tangent a X en x
lorsqu’il existe e > (0 et un arc vy :| — e,e[— X tel que v(0) = x et v'(0) = h.

g EXEMPLES :

1. Pour une courbe de classe €', on retrouve la notion de vecteur directeur de la
tangente en un point.

2. Dans le cas de la sphére euclidienne de R", 'ensemble des points tangents en X
est 'ensemble des vecteurs orthogonaux a X.

3. L’ensemble des vecteurs tangents a S L, en I, est 'ensemble des matrices de trace
nulle. Pour SO, c’est 'ensemble des matrices anti-symétriques.

Pour une partie X qui apparait comme une hypersurface, i.e sous la forme des
points solutions de ’équation cartésienne f(x,y,z) = 0, nous savons qu’ils sont
inclus dans un hyperplan :

Proposition IV.2 (Interprétation géométrie du gradient (2))

Si Q) est un ouvert d’un espace euclidien E, que f : Q — R est différentiable,
et si X est un ligne de niveau de f (i.e Iimage d’une courbe de classe €*
sur laquelle f est constante), alors en tout point x € X, les vecteurs tangents
sont orthogonaux a V f (x). On dit que la courbe de niveau est orthogonale au
gradient en tout point.

Si X est le graphe d’une fonction de R? dans R, notre description est com-
pléte :

Proposition IV.3 (Cas du graphe d’une fonction)

Soit f :  — R une fonction différentiable sur un ouvert 2 de R?. Soit Ny =

{(z,y, f(z,y))/(z,y) € Q} le graphe de f, i.e la nappe d’équation z = f(z,y).
Soit a = (z0, yo) € Q. L'ensemble des vecteurs tangent a Ny en (a, f(a)) est le

Résumé 19 : calcul différentiel

plan vectoriel (&) d’équation cartésienne

of of

ox ()2 + dy

(a)y ==z
On appelle plan affine tangent a Ny en (a, f(a)) le plan affine d’équation car-

tésienne o7 o7
a(a)(x —xg) + @(a)(y —Yo) = 2z — 20,

ol zgp = f (o, yo). C’est 'unique plan paralléle a (&?) passant par (a, f(a)).

V DERIVEES D’ORDRE SUPERIEUR

§ 1. Applications de classe ¢'.— 1l peut étre plus facile pour prouver qu'une
application est différentiable, de prouver qu’elle est de classe €.

Définition V.1
Une application f : Q — F est de classe ¢! sur 2 lorsqu’elle est différentiable
et que sa différentielle df : Q@ — Z(E, F') est continue.

Proposition V.2

L’application f est de classe €* si et seulement si ses dérivés partielles par
rapport a une base de E existent en tout point et sont des fonctions continues
de Q) dans F'.

Démonstration: Démonstration non exigible. |

Propriétés V.3

1. Toute combinaison linéaire de fonctions de ¢1(2, F) appartient a
CHQ, F).

2. Sif,g€ € (Q,R),alors f x g, f/g € €, F).

3. B(f,g) est de classe €*(, F).

4. fo g est de classe €*(), F).
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Proposition V.4
Soit f : Q — F de classe €*, v € €1(|0,1],9). Siy(0) = a et y(1) = b, alors

f(b) - f(a) = / dF (4 (). (8)d.

g EXEMPLES :

Circulation d’'un champ de vecteurs dérivant d’un potentiel :

1 1
/ (~TV (), () dt = - / 4V (3(t) ()t = V(a) — V(b).
0 0

Proposition V.5

Si §) est connexe par arcs, f : Q@ — R est constante si et seulement si elle est
de classe ¢! et sa différentielle est nulle en tout point w € ).

Démonstration: Exigible que dans le cas ou 2 est convexe. ]

§ 2. Applications de classe ¢*.— On commence par donner les définitions
des dérivées partielles secondes.

Définition V.6
6k— 1 f

8xi;€_1 ‘e axil
et est dérivable par rapport a la variable x;,, on note sa dérivée partielle

k
9 f ,Ollaik...ailf.

Dérivées partielles d’ordre k. Si existe en tout point de )

Théoréme V.8 (de Schwarg)
Si f est de classe ¢, pour tout q,p € [1,n],8;,0;,f = 8;,0;, f-

Démonstration : Non exigible. |

g EXEMPLES :

Le Laplacien d’une fonction numérique f de classe 2 est défini par
n
82
Af=divVf = —j;
Ox;

k=1

VI FIGURES IMPOSEES

Définition V.7

Une application est dite de classe €* si toutes ses dérivées partielles d’ordre k
existent sur ) et sont continues sur §).
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gf EXERCICES :

CeP 52

1. Prouver que Y(z,y) € R?, 22 4+ y? — zy > = (22 + 3?).

N | =

2. Soienta € Retf: R2 — R

a si (z,y) = (0,0).

(a) Quel est le domaine de définition de f ?
Déterminer o pour que f soit continue sur R2.

af _of

(b) Justifier I'existence et calculer —— et — sur R? \ {(0, O)}
or Oy

(c) Justifier 'existence et donner la valeur de ?(07 0) et g—f(o, 0).
T Y

4
(z,9) — {124_?;2_1?; si (z,y) # (0,0)

(d) f est-elle de classe C! sur R??
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W EXERCICES :

CCP 57
1. Soit f une fonction de R? dans R.
(a) Donner, en utilisant des quantificateurs, la définition de la continuité de f en
(0,0).
(b) Donner la définition de "f différentiable en (0, 0)".

2. On considére lapplication  définie sur R? par f(z,y) =
2

>
= +32 si (2,y) # (0,0)
si (z,y) = (0,0)

(a) Montrer que f est continue sur R2.

Ty

(b) Montrer que f est de classe C! sur R2.

W EXERCICES :

CeP 58

1. Soit E et F' deux R-espaces vectoriels normés de dimension finie.
Soit a € F et soit f : E — F une application.

Donner la définition de "f différentiable en a".

2. Soit n € N*. Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie n.
Soit e = (e1, €2, ..., en) une base de E.

n
Onpose:Vz € E, ||z]lcoc = max |z;], ouz = Zmiei.
1<i<n
i=1
Onpose : V(z,y) € E x E, ||(z,y)|| = max(||z]|oo, [|Yl|oo)-

On admet que ||.||oc est une norme sur F et que ||.|| est une norme sur £ X E.
Soit B : E X E — R une forme bilinéaire sur E.

(a) Prouver que 3C € RT/V (z,y) € E X E, |B(z,y)| < C||z||oo||ylloo-

(b) Montrer que B est différentiable sur E x E et déterminer sa différentielle en
tout (ug,vp) € E X E.
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